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Е. Н. ИВАШОВ, д-р техн. наук, М. П. КНЯЗЕВА, К. Д. ФЕДОТОВ, В. О. ЯГОВЦЕВ (Национальный 
исследовательский университет "Высшая школа экономики"), e-mail: eivashov@hse.ru, zenflak@gmail.com

Решение задачи оптимизации пьезопривода 
для нанотехнологии

Представлено техническое решение пьезопривода 
для нанотехнологии. Рассмотрены задачи оптимизации 
методами штрафной функции и Флетчера— Ривза. Оба 
метода описаны уравнениями и для удобства представ
лены в матричной форме.

Ключевые слова: оптимизация, метод штрафной 
функции, метод Флетчера— Ривза, пьезопривод, нано
технологии.

The technical solution o f a piezodrive fo r nanotechnol
ogy is presented. The problems of optimization by methods 
of penalty function and Fletcher— Reeves are considered. 
Both methods are described by equations and are present
ed in matrix form fo r convenience.

Keywords: optimization, penalty function method, 
Fletcher— Reeves method, piezodrive, nanotechnologies.

В нанотехнологии пьезоприводы обеспечивают 
высокую точность позиционирования, например 
зонда, что обусловливает высокое качество сним
ков поверхности подложки или модификации по
верхности подложки для решения поставленных 
задач. Для оптимизации конструкции пьезоприво
да целесообразно использовать методы штрафной 
функции и Флетчера—Ривза.

Пьезопривод (рисунок) состоит из пьезотру
бок 7—5 с электродами 6—10. Пьезотрубки связаны 
между собой соединительными элементами 11, 12. 
Элемент 11 связан с зондом 14, а элемент 12 с не
подвижным основанием 13.

Пьезопривод работает следующим образом. При 
подаче напряжения на электрод 6 пьезотрубка 1 
деформируется в результате обратного пьезоэф
фекта, зонд 14 перемещается вдоль оси Z. При по
даче напряжения на электроды 7 и 8 деформиру
ются пьезотрубки 2 и 3, зонд перемещается вдоль 
оси X. При подаче напряжения на электроды 9 и 10 
деформируются пьезотрубки 4 и 5, зонд перемеща
ется вдоль оси У [1].

Метод штрафной функции основывается на 
преобразовании задачи минимизации функции 
Z = f(x) с соответствующими ограничениями на х в 
задачу поиска минимума без ограничений функции 
Z  — f(x)  +  Р(х ), где функция Р(х ) — штрафная, т. е. 
при нарушении заданных ограничений функция 
Р (х ) увеличивает значение функции Z. Тогда ми
нимальное значение Z будет находиться внутри об
ласти ограничений. Функция Р (х ), удовлетворяю
щая этому условию, может быть не единственной.

Задача минимизации формулируется как ми
нимизация функции z = f ix )  при ограничениях 
cjix) > 0 , j =  1, 2 , ..., т.

Функцию Р (х ) удобно записать как

где г — положительная величина.
Функция Z  = ф ( х ,  г) принимает вид:

т ,
Z =  ф(х, г) = f (x )  + г X — —  .

j=  1 Cjix)

Тогда, если х принимает допустимые значения, 
для которых Cj(x) > 0 , то Z принимает значения, ко-

А-А
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торые больше соответствующих значений Дх) (ис
тинной целевой функции задачи), разность Р (х ) и Z 
можно уменьшить, так как г может быть очень ма
лой величиной. Но если х  принимает значения, ко
торые хотя и являются допустимыми, но близки к 
границе области ограничений и, по крайней мере, 
одна из функций Cj(x )  близка к нулю, тогда значе
ния функции Р(х ) и, следовательно, значения Z 
станут очень большими. Таким образом, влияние 
функции Р (х ) заключается в создании "гребня с 
крутыми краями" вдоль каждой границы области 
ограничений. Следовательно, если поиск миниму
ма функции ф(х, г) начинается из допустимой точ
ки и осуществляется поиск без ограничений, то 
минимум, конечно, будет находится в допустимой 
области для задачи с ограничениями. Полагая г 
достаточно малой величиной, для того чтобы влия
ние Р(х ) было малым в точке минимума, сделаем 
точку минимума функции ф(х, г) без ограничений 
совпадающей с точкой минимума функции Дх) с 
ограничениями.

В общем случае невозможно аналитически оп
ределить положение минимума функции ф(х, г), 
рассматривая ее как обычную функцию от г. Для 
его определения следует обратиться к численным 
методам.

Если целевая функция Дх) выпуклая, а функция 
с/х) вогнутая, то функция ф(х, г), заданная выше
приведенным уравнением, также является выпук
лой функцией в области ограничений, которая яв
ляется выпуклой. Следовательно, ф(х, г) имеет для 
данного значения г единственный минимум.

Если jq и х2 — точки, принадлежащие допус
тимой области, т. е. c /x j) > 0 и с/х) > 0 для j  =  1,
2 , ..., т, то при 0 < 0 < 1 справедливо неравенство

с / 0х2 + (1 + 0)*i) > 0с/х2) + (1 — 0)c/xj) > О,

так как функция с/х) выпуклая.
Допустимая область также является выпуклой. 

Таким образом, точка х2 + (1 — 0)xj является до
пустимой при 0 < 0 < 1. Кроме того, функция 1 /с /х ) 
является выпуклой для всех х, которые удовлетво
ряют неравенству с/х) > 0 .

Если h (x )  = 1 / c j (x ) ,  имеем:

-V c/x)
V/z(x) = ----J— - .

[ C j ( x ) ] Z

Следовательно, гессиан функции h (x )  имеет вид: 

Н(х) =  -  С(х)  +  2 У с (х )У с (х )Т^

Тогда, если р — произвольный вектор, справед
ливо равенство

[с/х )] ' [ с /х ) ] ~

отН(х)р = _ рТ С(х)р  + 2 [ / у  с/(х)]2 

[С/х)]2 [с /х )]3

где всегда ртН(х)р > 0, так как С(х) — матрица с 
отрицательным определителем, так как с/х) — вы
пуклая функция и с/х) > 0. Тогда матрица Н(х) по
ложительно определена и функция 1 /с /х ) — вы
пуклая по всей области.

Предположим, что х | , х2 , ..., х*к — минималь
ные точки функции ф(х, г) для убывающей после
довательности значений г\, г2, гк, ..., стремя
щейся к нулю. Тогда последовательность точек 
х j , х2 , ..., х*к, ... сводится к оптимальному реше
нию задачи с ограничениями при гк -» 0 , следова
тельно,

Нш [тшф(х, гк,)] = Дх*),
гк ^  0

где х* — минимальная точка функции /(х) при на
личии ограничений.

Таким образом, при к -* со (гк -> 0) имеем:

lim ф(х£, гк) =/(х*); 
rk-+ 0

Д 4 > -» Дх*);

1m
гк Z *

j =  1 с / х р
0 .

где C(x)ik -  d2cj(x)/dxjdxk есть гессиан функции с/х).

Очевидно, что если функция Дх) выпуклая, а 
функция с/х) при j  = 1, ..., п вогнутая, то функция 
Дх) при наличии ограничений имеет единственный 
минимум.

Выбор начального значения г может оказаться 
важным с позиций сокращения числа итераций 
при минимизации функции ф(х, г). Если сначала г 
выбрано очень малым, чтобы функция ф(х, г) мало 
отличалась от функции Дх), то метод будет схо
диться очень быстро. Однако такой выбор может 
привести к серьезным сложностям при вычислени
ях. Для малых значений г функция ф(х, г) будет бы
стро меняться в окрестности минимума, что может 
вызвать затруднения при использовании градиент
ного метода. Слишком большое значение г может 
привести к тому, что штрафная функция Р{х) в 
уравнении станет доминирующей. Поэтому пра
вильный выбор начальной точки очень важен [2J.

Для многих задач таким значением для началь
ной точки является гд = 0. Более рациональный
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подход заключается в том, чтобы понять, что если 
начальная точка х  лежит вблизи минимума функции

т ,
ф(х, г) = fix)  +  г Ё  —  = fix)  +  гР{х), 

j = \ cf x )

то градиент функции ф(х, г) мал:

Уф(х, г) =  У fix)  +  rVP(x).

Квадрат нормы данного вектора

Vfix)1 У fix)  +  2rVf{x)TVP{x) +  r2V />(x)TV />(x), 

минимум будет достигнут при

г =  -У Л х)ТУ Р{х)
VP(x)TVP(x)

М етод Ф летчера—Ривса основан на том, что для 
квадратичной ф ункции п переменных п одномер
ных поисков по взаимно сопряж енны м направле
ниям позволяют найти минимум.

Ф ункция f{x), зависящ ая от TV-мерного вектора 
переменных х, называется сепарабельной, если она 
представляется в виде суммы ф ункций, каждая из 
которых зависит только от одной из TV переменных:

N
f ix)  = ILfiiXj).

/•= 1

Записав для удобства f - k) -  f t{x \k)), выражение 
для аппроксимирую щ ей ф ункции можно предста
вить как

л х )  =  х  x[k)f l k) + i  +  ... +
k = 1 к = 1

+ I  
k= 1

Ki
где x, = £  X{k) x\k) , i  = 1, ..., N. 

k= 1
Причем при всех / =  1, ..., jV справедливо выра

жение

I  Х(к) =  1, х\к) > О 
к= 1

при к =  1, ..., К/, Х.(р  -  0; i > j  + 1; 

i=  1, 2, ..., К , -  1.

Рассмотрим функцию , описанную  выражением

fix)  =  а +  bTx  +  ^ хт  Gx.

Одномерный поиск будем вести по направле
ниям, взаимно сопряженным относительно матри
цы G. В качестве первого направления поиска из 
первой точки X) выберем направление наискорей
шего спуска d\ — —gj и найдем значение A,j, мини
мизирующее функцию f{x\ + \d\).

Положим, что Х2 = Xj + Xj^i, выполним поиск в 
направлении сопряженном с направлением d\ 
(выберем вектор й?2 как линейную комбинацию 
векторов d\ и —g2)  и найдем Х3 = х2 +  миними
зацией функции f{x 2 +  Xd2). Направление поиска d3 
из точки хз выбирается сопряженным с направле
ниями d\ и d2 - На (к +  1)-м шаге выбираем dk+\ в 
виде линейной комбинации ~gk+ j, d\, d2,..., dk, со
пряженной со всеми направлениями d\, d2, ..., dk.

Таким образом,

к
dk+\ Sk+1 к — 1, 2, ... .

r =  1

Оказывается, что все аг равны нулю, за исклю
чением ot£, следовательно, <4 + 1 = ~~Sk+\ + ак^к и

- 2  , 2  
ак 8к+]/&к-

Прежде чем перейти к индуктивным рассужде
ниям, докажем справедливость предыдущих отно
шений при к  = 1. Поскольку f {x 2) =  f{x\ + X\d\) яв
ляется минимумом функции /(xj + \d\) на прямой, 

т тто g2 d\ = — g2 g\ = 0. Данный результат также спра
ведлив для квадратичных функций g2 =  b +  Gx2 и 
g\ =  b + Qx\.

Тогда, если ^  и ^  = “ f t  + « 1^1 сопряжены, то
т т т

d2 Gd\ =  0, т. е. —g2 Gd\ + a \d\ Gdh следовательно,

( - g l~ a i g | ) ^ 2 - x l) =  n
Xi

т тоткуда получим: { - g 2 -  a]g, ){g2 ~  g\) = 0 .
2 2Таким образом, — g2 + o-igi =  0, следовательно,

2 2aj = g2 /g\ , что и требовалось доказать, а это и есть 
соотношение при к =  1.

Для доказательства выражений dk + \ — ~gk+\ + 
2 2+ akdk и = gk+ j /gk по индукции полагаем, что 

векторы d\, d2, ..., dk получены описанным выше 
способом и являются взаимно сопряженными.

Точка х^ +1 =  хк + Xkdk является минимумом 
функции f{x k +  Xdk) на прямой хк + Xkdk, тогда

8Тк+14  = о.
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Имеем: xk+l =  хк + Xkdk = хк-\  + Xk- {dk- i  +  
+ Xkdk и т. д.

Таким образом,

к
хк + 1 = xj+  1 + И M i ПРИ 1 <у < А: — 1,

i = У + 1

следовательно,

® fy;+ l Gxi-(-1 "Ь XjGdj,
i = 7 + 1

тогда

g j +1  =  g j+ i +  I  G при l Z j < k ~ l ,  
i= j+  l

откуда

s i .  14  = s j . . 4 + S  М ?аг,, (l)
i=y + 1

TВ результате преобразований получим g. + j dj = О, 
а ввиду взаимной сопряженности получим: 
тdi Gdj = 0 при j  < /'. Таким образом, каждое слагае

мое в правой части выражения (1) равно нулю, 
тСледовательно, gk + \d j=  0 при j  = 1, 2, ..., к — 1 и 

тввиду того, что gk + \dk =  0 , окончательно получим:

gk+\dj  =  0 ПРИ J ~  Ь 2> •••> к-
Таким образом, вектор gk+ j ортогонален векто

рам dh d2, dk и векторам gh g2, ..., gk.
Так как в начале доказательства по индукции 

было предположено, что dj =  —gj + а т о  вы
ражение (1) принимает вид:

—&к+ 1 Sj + aj-\ g k+ i dj- 1  — О,

тследовательно, —gk+ \gj = 0 , так как gk+ i dj — 1 = 0 . 
тТаким образом, gk+ j gj =  0 при j  =  1,2, ..., к.

Необходимо также показать, что вектор dk+ j,
определенный ранее, сопряжен с векторами d\,
d2, ..., dk. Для j  = 1, 2, к — 1 в силу взаимной

т тсопряженности имеем: dk + iGdj =  ~ g k + \ Gdj +

+ a kd [ Gdj =  ~ g k+ | Gdj. Тогда

. ( * / + 1 ~ x i)
— Sa+ 1 G d j =  ~ 8 k  + 1 G  ,

— _ „т +1 — — 
&k + 1 i 0 .

Таким образом, имеем: dk+ i Gdk =  0 при j  =  1, 
2,..., к — 1, что справедливо для любого ак так, что-

тбы выполнялось равенство dk+ ] Gdk = 0, а именно:

d\+ i Gdk =  - g Tk+ j Gdk + a kdJ Gdk =

— „ Т  (g k + \ ~ & k ) _ l-  ~ g k+ i ----- г------- +
Kk

, J  l j T  ^8k+\-8k)
+ a-k(~gk + a k - \ dk- \>----- i-------'

Следовательно, имеем:

_  gk+l + ak&k 
dk+ \ Gdk ---------- г-------- i

так как gk+ , dj = 0 и x gj =  0 при j  = 1, 2 , ..., k.

Направление dk+ \ будет сопряжено с направле-
2 2нием dk, если ак = j /g 2 , что и требовалось до

казать.
Таким образом, направления поиска в методе 

Флетчера—Ривза являются взаимно сопряженны
ми и в данном методе минимум квадратичной 
функции п переменных можно найти не более, 
чем за п шагов. Это значит, что одномерный поиск 
проводится с требуемой точностью и устраняются 
любые ошибки округления, которые могут воз
никнуть. Вышеописанный метод применим и к 
неквадратичным функциям, так как, если поиск 
осуществляется вблизи минимума, то можно наде
яться на достижение квадратичной сходимости, 
когда имеет место квадратичная аппроксимация. 
Флетчер и Ривс полагают, что в этом случае каж
дое я-е направление поиска должно быть направ
лением наискорейшего спуска и при построении 
сопряженных направлений необходимо обнулить 
поиск и начать новый [2 , 3].
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