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В. X. Пшихопов, д-р техн. наук, профессор, pshichop@rambler.ru,
М. Ю. Медведев, д-р техн. наук, профессор, medvmihal@sfedu.ru,

В. А. Крухмалев, аспирант, doc61rus@gmail.com,
Южный федеральный университет, 347928, г. Таганрог, Россия

Базовые алгоритмы адаптивного позиционно-траекторного 
управления подвижными объектами при позиционировании в точке1

Рассматривается задача позиционирования подвижного объекта в точке при наличии неизмеряемых возмущений. Предла
гается структура адаптивной позиционно-траекторной системы с эталонной моделью и интегральным или пропорционально
интегральным алгоритмом адаптации. Проводится синтез адаптивных регуляторов и анализ устойчивости замкнутых систем. 
Приводятся результаты моделирования замкнутых систем с синтезированными алгоритмами адаптивного управления при по
стоянных и переменных возмущениях детерминированного характера.

Ключевые слова: позиционно-траекторное управление, адаптивное управление, подвижный объект, эталонная модель

Введение
Задачи управления подвижными объектами ос

таются весьма актуальными в современной теории 
и практике управления. На XII Всероссийском со
вещании по проблемам управления были отражены 
актуальные направления развития теории и систем 
управления подвижными объектами [1]. Согласно 
итогам конференции большое внимание уделено 
методам адаптивного и интеллектуального управ
ления подвижными объектами, включая мобиль
ные роботы.

Для управления подвижными объектами успешно 
применяются системы позиционно-траекторного 
управления [2], которые вместе с алгоритмами ро
бастного оценивания возмущений [3] позволяют 
синтезировать эффективные непрямые адаптивные 
системы для подвижных объектов морского бази
рования [4, 5], воздухоплавательных комплексов 
[6—8]. Известно, что в системах непрямого адап
тивного управления на качество замкнутой системы 
существенно влияют алгоритмы оценивания [9, 10]. 
В данной работе развивается метод прямого адап
тивного управления, представленный в работах 
[11—13]. В работе [11] предложены адаптивные ал
горитмы управления приводами, основанные на рас
ширении моделей управляемых объектов уравне
ниями, генерирующими заданный класс возмуще
ний. Для такой расширенной модели в работе [11] 
строится система управления, обеспечивающая ус
тойчивость замкнутой системы. В работе [12] данный 
метод развивается для подвижных объектов, опи
сываемых уравнениями кинематики и динамики 
твердого тела в трехмерном пространстве. В рабо
те [13] предложен адаптивный алгоритм позицион
но-траекторного управления для уравнений динами-

1 Работа поддержана грантом Президента Российской Фе
дерации № НШ-3437.2014.10 и грантом РФФИ 13-08-00315а.

■ ки подводного аппарата, проведен анализ структуры 
и устойчивости замкнутой системы. Анализ устой
чивости в работе [13] показал, что замкнутая сис
тема управления является линейной, что позволяет 
выбрать матрицу коэффициентов настройки алго
ритма адаптации. Недостатком алгоритмов, приве
денных в работе [13], представляется тот факт, что 
входной информацией для алгоритма адаптации яв
ляется текущее отклонение состояния системы от 
его значения в установившемся режиме. Иными 
словами, алгоритм адаптации не имеет информации
о требованиях к переходному процессу, задаваемому 
эталонным уравнением. В частности, в работе [13] 
заданное эталонным уравнением быстродействие 
может быть обеспечено только при равенстве мат
рицы эталонного уравнения и матрицы настроек 
алгоритма адаптации. Так, эталонное характери
стическое уравнение в работе [13] имеет вид

5 + Тх = 0, (1)
где Г] — диагональная матрица постоянных коэф
фициентов.

Характеристическое уравнение замкнутой сис
темы имеет вид

s2 + (А + T ^S  + Т\А = 0, (2)
где А — диагональная матрица постоянных коэф
фициентов настройки алгоритма адаптации.

Из уравнений (1), (2) следует, что повышение 
быстродействия алгоритма адаптации в работе [13] 
приводит к повышению быстродействия замкнутой 
системы, т. е. к отклонению от заданного эталон
ного уравнения (1).

В данной работе для устранения этого недостатка 
используется идеология адаптивных систем с эталон
ной моделью [14—16]. При этом рассматриваются 
как уравнения кинематики, так и уравнения дина
мики подвижного объекта. Такая постановка задачи
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обусловлена тем, что при решении задач позицио
нирования часто предъявляют высокие требования 
к точности, например, при стыковке. В связи с 
этим дополнительные погрешности, вносимые при 
решении прямой и обратной задачи кинематики, 
нежелательны.

Позиционно-траекторный регулятор с эталонной 
моделью и пропорциональным алгоритмом адаптации

Рассмотрим модель подвижного объекта на базе 
уравнений кинематики и динамики твердого тела [2]:

У =  R W X’
х =  M ~ \ F U + Fd) + AFd,

где у  — вектор линейных и угловых положений под
вижного объекта во внешней системе координат; jc — 
вектор линейных и угловых скоростей подвижного 
объекта в связанной системе координат; R(y) — 
матрица кинематики; М  — матрица инерционных 
параметров; Fu — вектор управляющих сил и мо
ментов; Fd — вектор прочих сил и моментов, дей
ствующих на подвижный объект; AFd — вектор не
учтенных возмущений, который в процессе синтеза 
алгоритма адаптации принимается нулевым.

Наряду с моделью (3) рассмотрим эталонную 
модель вида

Ут ~  К(Ут)хт’
x m = M ~ H F um + Fdm), (4)

где ут — вектор линейных и угловых положений 
эталонной модели во внешней системе координат; 
хт — вектор линейных и угловых скоростей эталон
ной модели в связанной системе координат; R(ym) — 
матрица кинематики эталонной модели; Fum — век
тор управляющих сил и моментов эталонной мо
дели; Fdm — вектор прочих сил и моментов, дейст
вующих на эталонную модель.

Матрица R(ym) и вектор Fdm совпадают по струк
туре с матрицей R(y) и вектором Fd соответственно.

Синтезируем управление для эталонной моде
ли (4). В соответствии с методом позиционно-тра- 
екторного управления [2] введем ошибку позицио
нирования эталонной модели в виде

*ЭТ = А хУт + А ъ  (5)
где Ах, А2 — матрица и вектор постоянных коэф
фициентов, отражающих требования к точке пози
ционирования.

Вычислим первую и вторую производные по 
времени от выражения (5) в силу уравнений эта
лонной модели (4):

ф эт = A\R(ym)Xm, (6)

ЧКэт = А х R (ут)хт + A\ R(ym) M ~ l(Fum + Fdm). (7)

Потребуем, чтобы вектор (5) удовлетворял следую
щему эталонному дифференциальному уравнению:

Ч'эт + Т2Ч> эт + ТХУ  эт = 0, (8)
где Т\, Т2 — матрицы постоянных коэффициентов.

Подставим выражения (5)—(7) в уравнение (8) и 
решим его относительно вектора управляющих сил 
и моментов Fum:

Fum =  -Fdm + {AxR(ym) M - ' ) - '  X 

X { - A XR (ym)xm -  Т2Ч>эт -  7’{'РЭТ}. (9)

В соответствии с работами [11—13] расширим 
модель подвижного объекта (3):

у  = R(y)x;
х  =  M~HFU+ Fd + Cz); (10)
Z =  V  ~  Ч'эт, 

где С — матрица настройки алгоритма адаптации.
Ошибка позиционирования для подвижного 

объекта (3) задается в том же виде, что и для эта
лонной модели:

'¥ =  А ху  + А2. (И)
Чтобы подчеркнуть отличие от работ [11 — 13], 

отметим, что в них последнее уравнение в системе 
(10) задавалось в виде z  — Ч/, т. е. не использовался 
выход динамической эталонной модели (4).

Вычислим первую и вторую производные по 
времени от выражения (11) в силу уравнений рас
ширенной модели подвижного объекта (10):

*  = A xR(y)x- (12)

'Р = A XR (у)х + A xR (y )M ~ l(Fu + Fd + Cz). (13)
Введем ошибку управления в виде

е =  ' ¥ ~ ' ¥ эт. (14)
Вычислим первую и вторую производные по 

времени от ошибки регулирования (14) и подста
вим их в эталонное уравнение замкнутой системы:

ё +  Т2е + Тхе =  0. (15)
В результате получим следующий алгоритм адап

тивного позиционно-траекторного управления с эта
лонной моделью и пропорциональной адаптацией:

Fu = - F d -  C z +  (AxR (y ) M ~ xT \ - A x k  (y)x +

+ A XR (ym)xm + A xR(ym) M ~ I(Fum + Fdm) -

-  т2{ч> -  Ф эт) -  w  -  у эт)}. (16)

Подставив в (17) выражение для эталонного 
управления (9), получим управление в виде

Fu =  - F d -  Cz +

+ (AxR ( y ) M - ' r \ - A i R ( y ) x -  T2V  -  Г ^ ) . (17)
На рис. 1 представлена структура прямой адап

тивной позиционно-траекторной системы управ
ления подвижным объектом с эталонной моделью 
и пропорциональным алгоритмом адаптации. На 
данной структуре видны две обратные связи, фор
мирующие две составляющие управления. Первая 
составляющая формируется по ошибке между эта
лонной ошибкой Ч'эт и реальной ошибкой Ч/. Вторая 
составляющая вводится дополнительно и форми
руется интегралом от величины Ч* — Ч'эт.
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Подставим выражение (18) в уравнения объекта (3), 
эталонное управление (9) — в эталонную модель (4). 
В результате получим следующие уравнения замк
нутой системы:

у  = R (y )x ;

х  = - M ~ ' C z +  (Л1ЛООГ1 х 

X (~АХ R Офс -  T2AxRx -  Т\(А\у + А2)); 
z = A i ( y - y m);  ( 18)

Упг = К(Ут)хт\

~  ( A l R i y J )  ( А 1 & (Ут)х т 
-  T2AxRmxm -  Т\(А\ут + Л2)).

Проведем анализ системы (19) при следующих 
предположениях:
• матрицы кинематики R(y) = R = const и R(ym) = 

= Rm = const являются постоянными, что на прак
тике означает рассмотрение уравнений подвиж
ного объекта при медленно изменяющихся углах 
ориентации;

• матрицы Ту, Т2 являются диагональными, что 
допустимо при задании эталонных уравнений 
по различным каналам управления независимо 
друг от друга;

• матрица А\ является диагональной, а вектор А2 = О, 
что позволяет решать задачу позиционирования 
в нулевую точку.
При данных допущениях система (19) преобра

зуется к виду

у = Rx;
х = —M~lCz~ Т2х ~  R~l T\y, 
z = AltV -  ym); (19)
Ущ ~  R-nfirm 

Хщ ~ T2xm Txym.

Собственная матрица системы (20) имеет вид

(20)

Характеристическое уравнение замкнутой сис
темы имеет вид:

D{s) =
= (s3 + T2s2 + + RM~X CA^is2 + T2s + 7\).(21)

Анализ уравнения (22) показывает, что матрица 
настройки пропорционального контура адаптации 
может быть выбрана из условия

-1

0 R 0 0 0

-RT1 Тх -т2 -А Г 1С 0 0

As = Ах 0 0 -А  1 0
0 0 0 0 Rm
0 0 0 - я ; 1 т, -Т 2

С = MRT'G'A 

Тх Т2 > С'.
1 > (22)

(23)

Для повышения эффекта адаптации требуется 
увеличивать матрицу С'. Однако условия устойчи
вости (24) ограничивают возможности увеличения 
коэффициента С'. Нетрудно моделированием убе
диться, что при нарушении условия (24) система 
становится неустойчивой.

При С = 0 уравнение (22) принимает вид

D(s) = sis2 + T2s + TyXs2 + T2s + Г0, (24)
т. e. система распадается на три независимые под
системы.

На рис. 2 приведены результаты моделирования 
замкнутой системы (3) — (18) при постоянных воз
мущениях.

Рис. 1. Структура адаптивной позиционно-траекторной систе
мы с эталонной моделью и пропорциональным алгоритмом 
адаптации
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Рис. 2. Результаты моделирования:
а — Уь б — У2, в — у-}, г — квадрат скорости ПО
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Моделирование проводилось для следующих 
параметров и матриц объекта управления и регу
лятора:

R =

cosv|/cos9 -cosv|/sin9cosy + sinv)/siny cosysinSsiny + sinvicosy 
sin 9 cos 9 cosy -cos9siny

-sinycos9  cosysiny + siiH|/sin9cosy cosvi/cosy-sinysinSsiny

Д FH

q cosy siny 
cos9 cos9

0 siny cosy
1 -tg9cosy tg9siny

5 0 0 0 0 о п 0 И)
0 5 0 0 0 0 0 -10
0 0 5 0 0 0 \ F d = 0 ; ^2 -10
0 0 0 10 0 0 0 0
0 0 0 0 100 0 0 0
0 0 0 0 0 100 0 0_

M-

T{ =  0,25/, T2 =  I, A x =  /, С' = 0,1/,
где I  — единичная матрица размерностью 6 x 6 .

По результатам моделирования видны сущест
венные отклонения переменных подвижного объ
екта от переменных эталонной модели. Увеличение 
значений коэффициентов матрицы С' ограничено 
условиями устойчивости (24) и приводит к появ
лению колебаний. Данный недостаток не проявля
ется в установившемся режиме при постоянных 
возмущениях, однако особенно заметен при пере
менных возмущениях.

Позиционно-траекторный регулятор с эталонной 
моделью и пропорционально-интегральным 

алгоритмом адаптации

Для устранения недостатков, связанных с пропор
циональной адаптацией, модифицируем структуру 
системы управлений так, как показано на рис. 3. По 
сравнению с рис. 1 на ней введена дополнительная 
связь с матричным коэффициентом передачи В.

Тогда процедура синтеза изменяется следующим 
образом. Управление для эталонной модели (4) 
формируется в виде (9). Ошибка позиционирова
ния подвижного объекта и ее первая и вторая про
изводные по времени определяются соответствен
но выражениями (11), (12) и (13).

Ошибка управления вводится в виде
е = -  Ч»эт + Bz, (25)

где В — матрица настройки алгоритма адаптации.
Вычислив первую и вторую производные по 

времени от ошибки регулирования (25) и подставив 
их в эталонное уравнение замкнутой системы (16), 
получим следующий алгоритм адаптивного позици-

онно-траекторного управления с эталонной моделью 
и пропорционально-интегральной адаптацией:

Fu = ~Fd -  Cz + ( Л д а М - 1) - 1! - ^ / ?  O') +
+ BAxR{y) + T2A ]R(y))x ~  (T2BAX + TxA x)y +
+ B A ^ y ^ X f n  + Т2ВА]ут -  TxBz ~  TxA2). (26)
Подставим управление (26) в уравнения подвиж

ного объекта (3), управления (9) — в уравнения эта
лонной модели (4) и проанализируем полученную 
замкнутую систему при постоянных матрицах кине
матики, диагональных матрицах регулятора Т\, Т2 
и А\, а также нулевом векторе А2 = 0.

В результате получим линейную модель замкну
той системы управления, собственная матрица ко
торой описывается выражением

4  =

ту-- 1
0 R 0 0 0

( Т 1 + Т2В) - -т2-в - M ~ ]C - ( A XR) 'г,д я-1 т2в Я"'яд
А\ 0 0 0

0 0 0 0 Rm

0 0 0 - R~ X ~т2

.(27)

Тогда характеристическое уравнение имеет вид
D(s) = (s3 + (В + Т2)s* + (Г, + T2B)s +
+ RAXM ~ XC +  ТХВ)(^  + T2s + Тх). (28)

При С  = 0 из уравнения (28) получаем

D{s) = (s3 + (В + T2)s2 +
+ (7\ + T2B)s + TxB){s2 + T2s + Тх) =

= (s2 + T2s + r,)(s  + B)(s2 + T2s + T\). (29)
Таким образом, введенная дополнительная связь 

позволила обеспечить асимптотическую устойчи
вость замкнутой системы. При этом характеристи
ческие уравнения системы адаптации, эталонной 
модели и основного контура регулирования входят 
в общее характеристическое уравнение в виде про
изведения, т. е. допускают независимую настройку.

Рис. 3. Структура адаптивной позиционно-траекторной систе
мы с эталонной моделью и пропорционально-интегральным ал
горитмом адаптации
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Рис. 4. Результаты моделирования системы с пропорциональ
но-интегральной адаптацией:
а — У\, б — У2, в — y-i, г — квадрат скорости ПО

Иными словами, за счет увеличения матрицы В 
можно повысить быстродействие алгоритма адап
тации, не изменяя остальных корней замкнутой 
системы.

На рис. 4 представлены результаты моделирова
ния при тех же условиях, что и в предыдущем раз
деле. При этом матрица настройки алгоритма адап
тации выбрана единичной В =  I. Из результатов 
моделирования, представленных на рис. 4, видно, 
что пропорционально-интегральный алгоритм адап
тации позволяет существенно уменьшить ошибки 
слежения за выходом эталонной модели. При уве
личении коэффициентов матрицы В динамические 
ошибки уменьшаются. Это позволяет при доста
точно больших значениях коэффициентов матрицы 
использовать данный алгоритм адаптации для ком
пенсации переменных неизмеряемых возмущений.

В частности, на рис. 5 представлены результаты 
моделирования адаптивной позиционно-траектор- 
ной системы управления подвижного объекта (3) с

Рис. 5. Результаты моделирования при переменных возмущениях:
а — переменная yj, б — квадрат скорости ПО

управлением (26) при гармонических возмущениях 
AFd = [5 — 3 + 2sin(0,5r) 2 + 3cos(0,4?) О О 0]т и при 
матрице В -  30/.

В силу того что при больших коэффициентах 
матрицы В ошибки становятся малыми, на рис. 5 
представлены отдельные участки переходных про
цессов, на которых можно оценить значение 
ошибки.

Заключение

В данной работе решается задача позициониро
вания подвижного объекта при наличии неизмеряе
мых возмущений. Для решения задачи применяется 
адаптивная система, базовый закон управления ко
торой синтезируется на основе метода позиционно- 
траекторного управления, а адаптация осуществля
ется в рамках беспоисковых систем с эталонными 
моделями. Использование эталонных моделей обу
словлено необходимостью при позиционировании 
с заданной динамической точностью отслеживать 
желаемую траекторию движения. Предложены алго
ритмы адаптивного управления с пропорциональ
ным и пропорционально-интегральным алгоритмом 
слежения за сигналом эталонной модели. Прове
денный анализ показал, что при использовании 
пропорционально-интегрального алгоритма слеже
ния осуществляется разделение базового контура и 
контура адаптации.
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This paper presents a task o f a mobile object positioning in the presence o f determinate disturbances. A mobile object is 

described by kinematics and dynamics equations o f a solid body in a three dimensional space. The control inputs o f the mobile 
object are forces and torques. Design o f the adaptive control is based on the position-path control method for the mobile objects. 
Ibis article presents two algorithms o f the adaptive position-path control. The first algorithm is the adaptive position-path control 
with an integration component and reference model. The second algorithm is the adaptive position-path control with a reference 
model and an extended mobile robot model. The authors propose a unit diagram fo r  a direct adaptive position-path control 
system with a reference model. The article also presents the design procedures fo r  the adaptive position-path control systems and 
stability analysis o f the closed-loop system, as well as the computer simulation results o f the designed adaptive closed-loop sys
tems with both constant and variable disturbances. The authors make conclusions on the basis o f the analysis and modeling 
results. The main advantage o f the proposed method is separation o f the basic position-path regulator and adaptation algo
rithms. The parameters o f the position-path controller are the parameters o f the reference model. Therefore,a classical structure 
o f the adaptive control with a reference model requires a change in the parameters o f the model. The adaptation algorithms 
presented in this paper can be applied for the parameters o f the additional dynamic units.

Keywords: position-path control, adaptive control, mobile object, reference model
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Асимптотическое разложение закона терминального управления 
выходом разнотемповых систем

Получено рациональное по форме асимптотическое разложение закона терминального управления выходом разнотемповых 
систем в форме синтеза. Использование пограничных функций делает его равномерным на отрезке времени управления. Для 
разложения доказаны усиленные оценки точности.

Ключевые слова: терминальное управление, разнотемповая динамика, малый параметр, сингулярные возмущения, асим
птотическое приближение, метод пограничного слоя

Введение

Многие современные технологии связаны с не
обходимостью приведения движущихся объектов в 
заданное положение за конечный промежуток вре
мени. Такая проблема возникает, например, в за
дачах автоматической посадки самолета, позициони
рования исполнительного органа технологической 
установки, перемещения мобильного робота в задан
ную точку на местности и т. п. Последовательность 
физических воздействий, подаваемых на объект 
для достижения указанной цели, принято называть 
терминальным управлением.

Разработка законов терминального управления 
осуществляется в основном с помощью методов 
оптимального управления. Критерий оптимальности 
содержит в этом случае специальный, терминаль
ный, член, выражающий штраф за промах, т. е. за 
отклонение конечного положения объекта от задан
ного, либо на правый конец траектории наклады
ваются ограничения. При использовании квадратич
ного критерия и линейной математической модели 
объекта решение удается довести до получения 
замкнутого закона управления — в форме обрат
ной связи. Данному подходу посвящено множест
во работ, представленных в обзоре [1].

Математическое решение терминальной задачи 
не означает, однако, успешного завершения разра
ботки закона управления. Одной из причин возмож
ных затруднений может послужить особый характер

динамики, встречающийся у многих движущихся 
объектов. Он состоит в наличии у них медленных 
поступательных и быстрых вращательных собствен
ных движений. Такая разнотемповость, разномас- 
штабность процессов по времени усложняет числен
ное решение задачи. Когда постоянные времени 
движений разнесены, приходится вычислять с малым 
шагом интегрирования быстропеременные состав
ляющие движений на больших временных интер
валах и оперировать при этом плохо обусловлен
ными матрицами. Указанная особенность известна 
под названием жесткости систем.

Несмотря на принципиальный характер возни
кающих затруднений, фактор разнотемповости 
может быть обращен, тем не менее, на пользу ис
следованиям. Это удается сделать, если попытаться 
применить асимптотические методы. Они позволяют 
составлять приближенные уравнения, которыми 
описываются быстрые и медленные составляющие 
по отдельности. Эти уравнения можно считать на 
компьютере — каждое в своем масштабе времени 
[1, 2]. В результате не только устраняются трудности 
моделирования, связанные с жесткостью систем, но 
и упрощаются сами модели систем. Данное положе
ние относится и к законам управления разнотемпо
выми объектами: законы становятся проще, если 
разделить их на быстрые и медленные компоненты.

Свойство разнотемповости математически мо
делируется путем введения малого множителя при 
части производных уравнений системы. Те перемен-
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