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ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ 
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УДК 530.12:531.51

Ю Г. ИГНАТЬЕВ*, И. ЭЛЬМАХИ**

ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СФЕРИЧЕСКИХ ВОЗМУЩЕНИЙ 
ВО ВСЕЛЕННОЙ ФРИДМАНА. III. АВТОМОДЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ

Получен и исследован класс точных сферически-симметричных запаздывающих автомодельных решений 
линеаризованных вокруг фридмановского фона уравнений Эйнштейна для идеальной жидкости с произвольным 
показателем баротропы.

Ключевые слова: теория гравитации, космология, теория сферических возмущений, задача с граничными усло­
виями.

Введение

В предыдущих работах авторов [1, 2] был получен класс точных запаздывающих решений 
для линейных сферических возмущений Вселенной Фридмана с ультрарелятивистским уравнени­
ем состояния заполняющей его идеальной жидкости, соответствующих наличию центрального 
сингулярного источника и имеющих вид полиномов по радиальной переменной. При этом было 
отмечено, что при нулевых граничных условиях на звуковом горизонте для возмущений метрики 
класса С1 возмущения плотности энергии имеют разрыв первого рода на звуковом горизонте. В 
этой работе мы более подробно исследуем запаздывающие решения, расширяя область исследова­
ний на уравнения состояния жидкости с произвольным коэффициентом баротропы к .

Итак, будем исследовать запаздывающие решения эволюционного уравнения для сфериче­
ских возмущений (см. [1] (84))

ц> +-Ц> -  A l t Kj* = о (1)
Л (1 + Зк) г)

с граничными условиями на звуковом горизонте, соответствующими нулевым значениям возму­
щений метрики и ее первых радиальных производных:

20 : г = 7 к г |; (2)

* ' M ) U , = 0- (3)
где ц(г|) -  масса сингулярного центрального источника, так что возмущение компоненты метрики 
g44 равно

S s44 = o 2(n)Sv, 5 v = 2 * M  = 2 Z M b M l ! ) , (4)ar ar
причем несингулярной части потенциала соответствует функция ^ (г .г )) , такая, что

т п )  = 0. (5)
Временная эволюция массы описывается уравнением

.. 2 . 6(1 + к) ц
ц  +  ----------Ь------------ 7  7  ~  ’ ( 6 )

Л (1 + Зк) ц
имеющим следующее решение:

2 3(1+к)

Ц = Ц+Г||+3* + Ц_Г| 1+3к , (1 + к) ф 0 (7)
(остальные подробности см. в предыдущих работах [1,2].

Потенциальная функция ^(Y,!]) и скаляр ц(г|) полностью определяют возмущения плотно­
сти энергии и скорость жидкости:
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8 е 1
4 nra £

З -Ф -Ч '"
а

(1 +  k ) v =  -
1 д Ф

4пга гп дг г

где £0Сп) -  невозмущенная плотность энергии фридмановской Вселенной:
6 (1 + к ) 

1+Зк  •

(8)

(9)

( 10)-г] ; a ~ r ) l+JK; е0а ~т]  i+J*.

1. Автомодельные решения

1. 1 .  О б щ е е  а в т о м о д е л ь н о е  р е ш е н и е

Итак, будем искать решения эволюционных уравнений для возмущений с нулевыми гранич­
ными условиями на нулевом звуковом горизонте (2). Полагая в (1)

Т ( г ,л ) - л “Са (г), (И )

где

z = ( 12)

придем к классу автомодельных решений и получим обыкновенные дифференциальные уравнения 
на функции Ga(z):

(1 - г  )G"o.{z) + 2azG'o.{z) +
6(1 + к)

-  а(1 + а ) О Д « = 0 .
(1 + Зк)2

Потенциальная функция ^ (г ,г |) должна являться комбинацией частных решений:

а
Из (3) и (7) следует, что при а  Ф 0 эта комбинация может содержать лишь два члена:

2 3 (1 + к )

Vf/(r >rl) = G!+(z)r| l+3lt +G_(z)t] 1+3к ,

(13)

(14)

(15)

причем вследствие граничных условий (3) функции G+(z) должны удовлетворять следующим 
граничным условиям:

С±(1) = ц±; G'±0) = 0. (16)

В частности, из (3) и (8) сразу следует, что в случае а  = 0 указанному классу решений отве­
чает нулевая масса сингулярного источника.

При произвольных значениях параметра а  общее решение линейного дифференциального
уравнения (13) выражается через функции Лежандра, Py(z) ,  и присоединенные функции Лежанд­

ра, QV-

G(z) =( l - z )
а+1

2

U + zJ
ClP ^ i 1(z) + C2Q ^ 1(z)

2(1+к) 2(1+к)
(17)

1. 2.  А в т о м о д е л ь н о е  р е ш е н и е  с ч а с т и ц е п о д о б н ы м  и с т о ч н и к о м  ( ц * 0)

Все сказанное выше справедливо для формального общего решения (17) при произвольном 
значении параметра а  . Однако в нашем конкретном случае (15) значения параметра а

f  2 3(1 + к )л
а  •

1 + Зк 1 + Зк ,
(18)

1 См., например, [7, 8].
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являются одновременно корнями квадратного уравнения:

6(1+ К) -<х(1 + а ) = 0. (19)
(1 + Зк)2

Поэтому в этом случае уравнение (13) вырождается в более простое
( l - z 2)G''a(z) + 2azG'a0r) = 0, (20)

однократно интегрируя которое, получим

G'a(z) = Cl0 - z 2)a . (21)

Сравнивая второе граничное условие (16) с выражением (21), мы видим, что для выполнения ну­
левых условий на первую производную потенциала на нулевом звуковом горизонте необходимо, 
чтобы a  > 0, т.е. чтобы масса частицеподобного источника возрастала со временем и была равна 
нулю в момент времени г| = 0. Таким образом, для обеспечения гладкой сшивки решения с фрид- 
мановским на нулевом звуковом горизонте необходимо, чтобы

Ц_=0.  (22)

В случае же а > 0  вследствие соотношения (21) второе граничное условие (16) автоматиче­
ски выполняется при выполнении первого. Таким образом, выполнение условия а > 0  обеспечи­
вает гладкую сшивку решения в классе С1 на звуковом горизонте.

Интегрируя теперь формально уравнение (21) с учетом условия в начале координат (5), со­
гласно которому

G(0) = 0, (23)
найдем его формальное решение на всем интервале значений г = [0,+оо):

G ( k , z ) = C, zF 1 2 3 2 7 л Г (т ^ - + 1) ln (z + ^ )  ,
(z< l);  — f f *  ■ ' ■ + J  l+3K xdx, (z > 1), (24)

Vl+Зк 2 /  0K2 1 + 3k 2

где F(a,b,c,x) -  гипергеометрическая функция (см., например, [7])

F(a ,p ,у,z) = / У  ) t ^  (1 - 0 У~И (1 ~fe)~a , З Д > З Д > 0 ;  |arg (l- z ) |< я. (25)
Г(Р)Г(у~Р)о

При этом справедливо полезное предельное соотношение [7]

lim F (а,р ,у ,z) = ^ )Г(>’~ а ~ , 5 R ( y - a - p ) > 0 ,  (26)
г->1-о Г(у -  а)Г(у -  Р)

где Г(х) -  Г-функция. На рис. 1 показаны решения (24) для ряда значений коэффициента баро­
тропы.

На основе полученного решения (24) можно легко убедиться, что G (-z) = G (z), т.е. функция 
У(г,г|) действительно является нечетной функцией радиальной переменной, что было показано в 
[2]. Учитывая первое граничное условие (16), найдем постоянную Cj:

2 г И г -  + | )
Г 1 +3.к 2[ , (27)

(ькЗк + ')

и, таким образом, получим окончательно автомодельное решение класса С1, удовлетворяющее 
нулевым граничным условиям на нулевом звуковом горизонте:

^(^Л »К) = Ц+П|+3 r F

Лг(ш И л '1
1 2 3 г 
2 ’ 1 + Зк ’ 2 ’ кг)2

, (г < л/кг|); 1,(г > Vkt|). (28)

Учитывая соотношение (28), получим, согласно (4), скалярную функцию возмущения метри­
ки, 8 v :



18 Ю Г. Игнатьев, Н. Элъмахи

8v(r,T|) = - 1 2̂ f e + l )  ^  Г ( \ ___ L _  I А х (7кГ ]-г),

где х(х) -  функция Хевисайда:

X(x) = {0,x<0; l , x>0. С

Рис. 1. Нормированная функция G(k,z) , вычисленная по формуле (24) при значе­
нии (27) постоянной С, и ц = 1. В левой части рисунка снизу вверх:

к - 0 - l i - 1-1 
6 ’ 3 ’ 3

В ряде частных значений коэффициента баротропы к полученное решение выражаете) 
элементарных функциях: для к = 1/3 (ультрарелятивистская жидкость)

G(l/3,z) = z - | z 3;

1 з АZ — Z
3

8v = -
2 ц +

2 %/Зг| 2 V3r|

Решение (31), являясь автомодельным, совпадает с общим решением в виде степенного ря 
ранее полученным в работах [3-6], что лишний раз подтверждает правильность доказанной в 
теоремы о единственности запаздывающего решения в случае ультрарелятивистского уравне] 
состояния: для к = 1 (жидкость с предельно жестким уравнением состояния)

G(l, z) = —z V l - z 2 + —arcsin z;
2 2

2Ич Л
\

г . г „ . г  
— 1— г- + 2 arcsin—
Л V Л Л

5v = -
2 ц +

71

/ \

Г , Г . Г
— 1---- - + arcsin —
л v л ч ,V ' У

(

Заметим, что обращение первой производной по радиальной переменной на нулевом зву 
вом горизонте в полученных решениях при а  > 0 гарантирует соотношение (21).

1 . 3.  Р е ш е н и е  б е з  ч а с т и ц е п о д о б н о г о  и с т о ч н и к а  

Полагая теперь в (11) а  = 0 , получим вместо (13) уравнение

( 1 - z  )G"(z) +
6(1 + к) 

(1 + Зк)2
G(z) = 0.

Общим решением этого уравнения является линейная комбинация гипергеометрических функц
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2 ч1 „  „I Зк 5 + 9к 3 „ J 2 + Зк Зк - 1  1 2 
^\zC ,F\ , _ Г С^ \ 1 + 3 к ’ 2 + 6к ’ 2 ’Хч1 + 3к 2 + 6к 2 

Если бы гипергеометрические функции

F
Зк 5 + 9к 3

1 + Зк ’ 2 + 6к ’ 2
и F

2 + Зк З к - 1  1 2

1 + З к ’2 + 6 к ’2 ’
оставались конечными на звуковом горизонте z - 1, то общее решение (33) автоматически обра­
щалось бы в нуль на звуковом горизонте, тогда нулевые граничные условия на звуковом горизонте 
(16) можно было бы, в принципе, удовлетворить выбором констант в общем решении (33). Однако 
указанные гипергеометрические функции имеют особенности на звуковом горизонте.

Действительно, как нетрудно видеть, параметры а,р,у гипергеометрических функций этой ли­
нейной комбинации (см. определение гипергеометрической функции (26)) удовлетворяют условию

а  + р - у  = 1, (35)
причем для первого члена этой комбинации выполняется дополнительное условие

Y i - P , = - - V >  (36)1 + Зк
в то время, как для второго

у 2 Рг -  +
1

1 + Зк'
(37)

В этом случае необходимо использовать функциональное соотношение для гипергеометрической 
функции [7], которое применительно к (35) дается формулой

F{а ,р ,а  + Р -1 ,z) = 1 F (а  — 1,Р — 1,а + р — 1). (38)
( 1 - z )

Используя это соотношение в формуле (34), перепишем общее решение в виде

G (k , z ) = (1 + z ) zCxF 1 3(1 + к) 1 2 
-,z + C2F 1 3(1 + к) _J_ 2 

1 + З к ’2(1 + З к )’ 2 ,Z
(39)

1 + Зк 2(1+ 3к) 2

Вычисляя значения гипергеометрических функций в правой части (39) на звуковом горизонте, по­
лучим, что и эти функции имеют особенности на звуковом горизонте. Поэтому единственным ав­
томодельным решением, удовлетворяющим нулевым граничным условиям на звуковом горизонте, 
в рассматриваемом случае является лишь тривиальное решение: С, = С2 = 0 .

Подводя итоги этому подразделу, сформулируем теорему:
Теорема. Не существует запаздывающих сферически-симметричных автомодельных реше­

ний уравнения (1), удовлетворяющих нулевым граничным условиям (16) на звуковом горизонте, без 
центрального частицеподобного источника (\i -  0).

Доказанная теорема в некотором смысле аналогична теореме об аналитическом решении 
уравнения Лапласса в случае сферической симметрии.

2. Исследование автомодельных решений

2 . 1 .  П р о и з в о д н ы е  п о т е н ц и а л ь н ы х  ф у н к ц и й

Перейдем к анализу полученных автомодельных решений в случае наличия частицеподобно­
го источника. Для этого воспользуемся выражениями (8) для относительной плотности энергии 
возмущения и (9) -  для радиальной скорости среды в возмущении. При этом нам понадобятся вы­
ражения для первых и вторых производных потенциальных функций. Учитывая определения (11), 
(12) и соотношения (20), (21), (27), получим выражения для первых и вторых радиальных произ­
водных потенциальной функции ^ ( г ,^ ) :
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' Г Ж л ) = - - ~
8|u+ti

6к
1+Зк

г ( ^ _ + 3 \  
l l +Зк 21

к(1 + 3к)г ( т ^

а также для временной производной функции Ф (г,г|):

\ f n + 1)
(1 - z 2 )' (41)

Ф(г,Г|) = Г|
1 -З к
1+Зк tG (k ,z ) - \i+ 2^+F (i+^3k + 2 ) _(1 _ 2

1 + Зк
(42)

где функция G ( k , z ) определяется соотношением (24) с константой С, из (27).
Из приведенных выражений следует, что при к > -1/3 первые радиальные и временные про­

изводные потенциальных функций ^ (r.r i)  и Ф(г,г|) обращаются в нуль на звуковом гори­
зонте:

дг

— 'Р ( г .л )  ап

= — Ф(г,т0
•=7*п д г

Ф О ,л )
,=7*4 ^

=7*4
= 0; (1 + Зк > 0);

= 0; (1 + Зк > 0).

(43)

(44)
•=\[кг)

При к < 1/3 вторые радиальные производные потенциальных функций обращаются в нуль на 
звуковом горизонте:

дг '=7*11 дг-
-Ф(г,Т|) = 0; (1 -  Зк > 0). (45)

=7*п

При к = 1/3 вторые радиальные производные потенциальных функций имеют разрыв первого 
рода на звуковом горизонте. При к > 1/3 вторые радиальные производные потенциальных функ­
ций имеют разрыв второго рода на звуковом горизонте.

2 . 2 .  Э в о л ю ц и я  р а с п р е д е л е н и я  п л о т н о с т и  э н е р г и и  
в с ф е р и ч е с к о м  в о з м у щ е н и и

Вычисляя относительную плотность энергии возмущения по формуле (8) с учетом соотноше­
ний (10) и (40), (41), получим окончательно

8е
е0 zt)W k (1+ 3к)

.G (* ,z )-n
1 + Зк

г [ ?..± 9к  
+ ._3. + U (H -3 k)

л/пГ

2ц+Г
+ -

7 + 9к 
2(1+ 3к)

л/пГ 3(1 + к) 
1 +3к

+ 1
О - z 2 )T

1 -З к

3(1 + к) 
1 + Зк

Х0 ~ z ) = — A(z)x(l -  z), 
Л

+ 1
z ( l - z  )1+3к +

(46)

где введена приведенная относительная плотность энергии возмущения Д(z ) . Можно строго пока­
зать, что Д(z) > 0.

Из этого выражения видно, что с течением времени форма профиля плотности энергии воз­
мущения относительно безразмерной радиальной переменной z = r/yfkr) не изменяется, а сама от­
носительная плотность энергии возмущения падает обратно пропорционально временной пере­
менной Г| (рис. 2).

При этом в терминах обычной радиальной переменной г профиль возмущения плотности 
энергии деформируется. В качестве примера на рис. 3 показана эволюция профиля возмущения 
относительной плотности энергии при показателе баротропы к = 1/6. Далее из формулы (46) не­
посредственно видно, что при к < 1/3 возмущение плотности энергии на звуковом горизонте исче-
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зает, при к = 1/3 имеет на звуковом горизонте конечный скачок, а при к > 1/3 -  бесконечный ска­
чок -  в полном соответствии с поведением вторых радиальных производных потенциальных 
функций.

Рис. 2. Приведенная относительная плотность Рис. 3. Эволюция приведенной относительной 
энергии возмущения A(z), вычисленная по фор- плотности энергии A(z), вычисленная по форму- 
муле (45), как функция z. Снизу вверх тонкими ле (45)> как функция , Пр и к  = 1/6 . Слева направо: 
линиями: к = 1/6; 1/5; 1/4; 1/3; жирная линия соот- г) = 1’ 2' 4' 8' 12' 16 
ветствует к = 1/2

Выясним физический смысл полученного решения. Возмущение энергии, соответствующее 
несингулярной части потенциальной функции, описывается формулой

л/кт)
5Е -  4т ш 3 J  5б г2dr.

С учетом (10) получим отсюда

5£ ’ =  4л:г| 1+3к J  —г dr.
о ьо

Переходя в интеграле к безразмерной переменной z по формуле

г = Vi<r|z,
приведем его к виду

2 *
ЪЕ =  4я ( д + г |1+3к к 3/2 j A ( z ) d z  ~  -т{г | ) , (47)

где (см. (7))

т(ц )= Ц+Л1*31" (48)
-  масса центрального сингулярного частицеподобного источника. Таким образом, полная энергия, 
заключенная в несингулярной моде возмущения, отрицательна и пропорциональна массе частице­
подобного источника.

2 . 3 .  Э в о л ю ц и я  р а д и а л ь н о й  с к о р о с т и  ж и д к о с т и  
в с ф е р и ч е с к о м  в о з м у щ е н и и

Выполняя аналогичные вычисления, получим из (9) выражение для радиальной скорости 
возмущения:

v =
3

8я г |2к 3/2(1 +  З к )
G{k,z)-\x,
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Из этого выражения также видно, что радиальная скорость отрицательна и ее профиль остается 
постоянным в масштабе z , а абсолютная величина скорости падает обратно пропорционально Г| 
(рис. 4).

г
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Рис. 4. Зависимость профиля радиальной скорости возмущения Y(z) от коэффи­
циента баротропы при к = 1/6 . Снизу вверх: к = 1/6; 1/4; 1/3; 1/2; 1
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