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ОБЩ ИЙ КЛАСС ВАКУУМ Н Ы Х  
СФ ЕРИ ЧЕСКИ -СИ М М ЕТРИ ЧН Ы Х РЕШ ЕНИЙ УРАВНЕНИЙ  

ОБЩ ЕЙ ТЕОРИИ О ТНО СИТЕЛЬНО СТИ

В. В. Карбановский* О. М. Сорокин, М. И. Нестерова, В. А. Болотняя,

В. Н. Марков** Т. В. Каиров, А. А. Ляш, О. Р. Тарасюк

Мурманский государственный педагогический университет 
183720, Мурманск, Россия

Поступила в редакцию 7 сентября 2010 г. 
после переработки 15 февраля 2012 г.

Рассмотрена система сферически-симметричных вакуумных уравнений общей теории относительности. 
Получено общее решение, представленное двумя классами метрик с произвольными функциями <700 и 
<722■ Проанализированы свойства найденных решений.

Известно (см. [1]), что общий класс статических 
сферически-симметричных решений вакуумных 
уравнений общей теории относительности (ОТО) 
определяется выражением (скорость света с =  1)

ds2 =  — ^1 — — j  dt2 +  2a d t d r  +

+  ( x 12 — a2) ^1 — — ̂  d r 2 + x 2dQ2, (1)

где rg — гравитационный радиус объекта, штрих 
означает дифференцирование по г, а функции х{г) 
и а(г) являются произвольными.

При а =  0 и х  =  г метрика (1) сводится к ре­
шению Шварцшильда. При выборе условий а =  1, 
х =  г выражение (1) соответствует метрике Эд­
дингтона -  Финкелынтейна [2,3]. Очевидно, однако, 
что для полного «покрытия» пространства-време­
ни метрикой (1) должно быть выполнено требование 
х(0) = 0  (за исключением случая пространства-вре­
мени, содержащего «дефекты», например, вакуум­
ные червоточины М орриса-Торна [4]). В результате 
неизбежно присутствие ненулевой точки г, для кото­
рой х (f) =  гд. Таким образом, существует проблема 
горизонта событий. Ее известные «решения» [5,6] 
фактически сводятся к переносу «истинного нача­
ла» координат г =  0 в точку г =  гд. Следователь­
но, они не могут в полной мере описать простран­

E-mail: Karbanovski_V_V@mail.ru
**E-mail: Markov_Victor@mail.ru

ство-время. Поэтому интересно рассмотреть вакуум­
ные уравнения ОТО для общей нестатической сфе- 
рически-симметричной метрики:

ds2 =  —evdt2 +  2adtdr +  exdr2 +  eJdfl2, (2)

где a, 7 , А, у — функции от t и г.
Система вакуумных уравнений ОТО для метри­

ки (2) имеет вид (точка обозначает дифференциро­
вание по t)

1
3v+2Xj 2 -  2е"+2Х7А +('lO _  ____________

0 4(е"+А +  а2)2 '
+  Зе2"+;У 2 +  4е2"+А7" -  2е2и+Х'у'\' +

+  4е"+А7 '7  а +  Aev+xaA/' +  Ael,+xa'Af — 2е'/+ха'ур1 —

— 2е"+Аа7 А' — 2еАа2А7 — еАа2 -у2 +
+  Зе"а27 /2 +  2et/a27 V  +  4е"а27 " —
— 4е1/аа/7 ' +  4а3(7 7 ' +  7 ')) — е-7  =  0, (За)

G? = {Al(e xa2\ ' - 2 e xa a !-e v+2xv ')+
2{ev+x+a2)2 

+-1l{ev+xax’ - e xa2\ + 2a2a ' - e v+2x\+e''+xav'))- 
,,'2<27 a 7 еАУ

H— : : n .— к +еУ+\ _|_ q2 2(e"+A +  а2) е"+л +  a2

ел77' _
+  \ — 0, (3b)2 (е"+л +  a2)
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1
■ (—4е1/+2Л7 -  3e"+2A7 2 +Gi 4(е'/+л +  а2)2

+ 2е"+2Л7 (> +  2е21/+л7 'г/' +  e2l/+A7 '2 +
+  4е1,+ла77' +  4е1/+ла7/ +  4е"+ла7/ —

— 2е1/+Ааг>7 / — 2е1/+ха\~/' +  Аеха-уа —

— 2exa2j\  — 4еАа27  — Зела27 2 +  е"а2 г)'2 +
+  2ewa2v'^' +  4а3(7 7 ' +  7 ')) — е“ 7 =  0. (Зс)

В рассматриваемом случае отличны от нуля ком-аемом случае отличны от нуля ком­
поненты тензора Эйнштейна G\ =  G3 и GJ. Однако 

-" пз G°, G° и G\
---L---------------------— Z — 6

компоненты G2 и G| выражаются через
/~\ У~НЛвследствие тождества GJ.̂  =  0, a G j — вследствие 

соотношения Gl0 = gugokG l
Подстановкой

—г/2х =  е 17 , у =  е 

сводим формулы (3) к системе 

(2 х "

z = ( e x + a 2e - u) - 1 (4)

+  zy

.'2 'X 
X 2

z'x' ( XZ X2 \
Н------ - +  у ( ---------- 2 ) +, X \XZ X1 /

2а'х 2ах' 2ахх' \ azy'x
X X x z X

+
az'yx 2aazy2x a2zyyx  9 1 --------- 1---------------1------------- \-a zy x *— -~ XZX X

- +  

= 0 , (5a)

G ? = W -  + -  + ~zx yx X

zy'x'

+  a

z'x' 2zx" ,— a ( —------ 1----------1--------- ) +
yx x x

zyx' 2 zyx' z'yx 2 zy'x
x x x

+  2 azy
( ax' a'x 
\ x x

+

0 , (5b)

a - * - ,
2x x 2

1---- 2 ) +x x z J x X У
+

+

azx'y ayx'z n (x 'x  x'\ 2a zyx'
+ ------ - +  —---- +2 azy — + -----—  ■+

X  X  \  X z X  )  X

2a2zyxy i a2y2xz 0 2 (  йх ax ax2\
+  2 azy +  -x x

1
2x2 )

Выражая z/z из (5b) и подставляя в (5a), полу­
чим уравнение

где

(ах)' +  Р' — х ' ,

/9 .9 . 9 9 9а =  zx " — .-г“ + х у a z,

(6)

(7а)

/3 =  2 azyxx'x. 

Его решение имеет вид

y i 2 +  1 +  f  /х
z =

(я' +  аху)

(7Ь)

(8)

где /  — произвольная функция от t. Подставляя те­
перь выражение (8) в (5Ь) и (5с), получим

G° = { х у 2а2 f (t )xx'  +  у2 a2 f  (t,)2 хх' +

+  х2у3а2 f ( t ) x 2x' — 2 х 3у3а2ххх'  —
— 2х2у3а2 f ( t)xxx'  +  х 3уа2ух' +  2 х2уа2 f(t)yx'  +

+  хуа2 f 2(t)yx' +  2 х 3у2аах' +
+  4x2y2af(t)ax'  -I- 2xy2a f 2(t)ax' +  2х3у3ах2ах' +

+  2x2y3af(t )x2ax' +  xyaf( t )x '2 +  y a f 2(t)x12 +

+ 2 x2y2af(t )xx'2 — xy2af( t )x2x'2 — 2 x 3y2axx'2 —
— 2 x2y2af( t )xx'2 +  2x3y3ax2xx'2 — 2 x3yaxyx'2 —

— 2 x2yaf( t)xyx'2 — 2 x 3y2xax'2 — 2x2y2 f (t )xax'2 —

—2x3y3 x 3 ax'2 + x 2y f  (t)x'3 —xy f  (t)xx's+2x3y2 xxx'3 +  
+ x 3 yx2yx'3 —x 3 ax' y '—2x2 a f  (t)x' y'—x a f 2 (t)x' y' —

— x 3yax2x'y' — x2yaf( t )x2x'y' +  x 3xx'2y' +
+  x2f ( t ) xx '2y' +  x 3yx3x'2y'}  X 

x { x 3(f(t)  +  x (l +  yx2))(yax +  x')2) 1 =  0, (9a)

G\ = $yxy3 a2 f  ( t )x+xy2 a f  (t)xx'—2x2y3axxx' +

+ x 2ya.yx'+xyaf(t)yx'+2x2y2ax'+2xy2f(t)ax' +
+  2 x 2y3x2ax' +  y f( t )x '2 — 2 x 2y2xx'2 —

— x 2yxyx'2 — x 2x'y' — xf( t)x'y'  — x2yx2x'y ' I  x

x { x 3y(yax +  x')2} 1 = 0 . (9b)

Будем рассматривать случай f ( t)  =  С, где С — 
произвольная константа. Тогда уравнения (9а) и 
(9Ь) примут следующий вид:

G° =  ((С +  х)а — ххх')х' { 2х 2у3х(ха — ах) +
+ у2(Сах +  2 х((С  +  х)а — ххх')) — х(С  +  х)у' +

+ у(Сх' +  ху( (С  4- х)а — ххх') — х2х 2у')}  х 

х { х 3(С +  х(1 +  ух2))(уах +  х')2} 1 =  0, (10а)

G\ =  х' {2х 2у3х(ха — ах) +  у2(Сах +
+  2 х((С +  х)а — ххх')) — х(С +  х)у' +

+ у(Сх' + ху((С +  х)а — ххх')  — х 2х 2у')}  х

х { х 3у(уах +  ж')2} 1 =  0 . (ЮЬ)
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Легко убедиться, что, если справедливо равен­
ство (ЮЬ), то и (10а) также выполняется. Введем 
обозначения

F  =  ух2 +  1 +  С/х, (11а)

£ =  х 1 +  axy. ( lib )

Тогда уравнение (8) перепишется в виде

 ̂=  р / е . (12)

Применяя выражения (11) в записи формулы (10а), 
получим

x' {Fxx' -  {С +  ® )0 { - C F &  +  Cx(£F -  2F£) +

+  x 2{£F( 1 -  2F)  +  F{x'F  -  F'x +  2(F -  1 )0 ) }  x

x { F x 3( - C +  (l +  F)x)£2x2} 1 = 0 . (13)

Очевидно, частное решение уравнения (13) записы­
вается кале

£
Fx' (14)

1 +  С/х

Подставляя (14) в (12) и используя выражения (11), 
находим соответствующий класс решений

9 1 , 9 2хх' , ,
ds =  — dt +  -------тт-г-dtdr +

у 1 +  С/х
-12

+
X

1 +  С/х
dr +  х dQ, . (15)

Стандартными преобразованиями (см., напри­
мер, [7], решение задачи 16.3)

dr =  dt +  ,^01, dx 
15001

(16)

и выбором х  в качестве новой радиальной координа­
ты можем свести метрику (15) к статической форме:

ds2 =  ~  0  +  f )  ^  +  \ f c f x  +  (17)

Другой класс решений соответствует уравнению

+
2 F  2 ( F - l - C / x )

x'F  -  xF'
+

2(F -  1 -  С/х) 

Интегрируя (18), находим

£ =  L ( t , r ) ( F ( F - l - C / x ) ) 1/ 2,

0 . (18)

(19)

где функция L(t, г) определяется условием

x ' F -  xF'
L =

2F1/2 {F — 1 — С / x)3/2 '
(20)

Из выражений (11), (19) и (20) получим соответству­
ющий класс решений

ds2 =  — —dt2 +

+ 2 ( ц « ^  +  1 + с м ^  _ x j ] d l i l r +
,/1/2 ху

+  - L 2 1 ^  2x'L(yx2 +  1 +  С/х)1/2 
х )  ху1!2

+

+ , 2 I dr2 +  x 2dfl2. (21)
ух

Следовательно, метрики вида (21) содержат в каче­
стве независимых функции goo и с/22- Представля­
ется актуальным исследование возможности суще­
ствования статического случая в данном классе ре­
шений.

Преобразованиями (16) приведем (21) к виду

ds2 = + т^ +л" 2 (22>
Очевидно, что метрика (22) в общем случае не мо­
жет быть сведена к статической. Для такого преоб­
разования функция

Ф
Lx~2
„12 (23)

должна была бы зависеть только от г, т. е. удовле­
творять требованию

дф
дх

=  0 . (24)

Покажем, что условие (24) в общем случае не выпол­
няется.

Полный дифференциал функции ф(т,х) равен

, . дф дф 
dф — -̂ —dx +  -rr-d-T. 

дх дт
(25)

Используя преобразование (16) и учитывая, что

dx =  xdt +  x'dr, (26)

перейдем в (25) от переменных х  и т к г и t\

где согласно (21)
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9т —
L(yx2 +  1 +  С/х)1/2 х'

.1/2 ху
(28)

С другой стороны, используя (23), можно записать

л / JL idtp =  а —j y  =
r l2

L' +  2L

+ [ L  +  2L

х х 
X х'

dr  +

dt (29)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых диф­
ференциалах в (27) и (29), получим систему

дф . дф х2
дх

х +
8Т X12 L +  2L

X X
X х'

дф , дф х 2
— - х  +  тг~У9о1 =  -7 2  
ах о т  х '1 X X'

(30)

Решая ее алгебраически относительно дф/дх и учи­
тывая (20) и (28), находим

дф
дх

=  < х (2ух  +  ух) +

+  2 \ /у ^ х 2 у х 2 +  1 +  — x '( x L ' +  A L x ')x x '2 х 

х ^4L \ /y 3 \J у х 2 +  1 +  — х +  х у ' +  2yx'^j +

+  4 Ly/у^х3 \J ух2 +  1 +  —х"  1 х

С
х < 2\fyZ\jyx2 +  1 Н-----х

х ( Ly/yx\jух2 +  1 +  — — 2х' j х ‘
-1

УЗ (31)

Очевидно, что при произвольных функциях x(t,r)  
и y{t,r)  выражение (31) не соответствует (24). Сле­
довательно, метрика (22) не может быть сведена к 
статической.

Представляет интерес исследование возможно­
сти применения решения (21) для описания внеш­
него поля черных дыр, вакуумных кротовых нор, 
поиска гравитационных волн и т.д. При этом все 
известные метрики, удовлетворяющие сферичес- 
ки-симметричным уравнениям ОТО «в пустоте» со­
держатся в одном из найденных нами классов.

Также следует отметить, что доказательство тео­
ремы Биркгофа основывается на предположении, 
что dg22/dt =  0 и а =  0, приводящем систему (3) 
к статической. Таким образом, имеет место переход 
к совершенно иной проблеме. В качестве примера 
рассмотрим уравнение

д2и 2 д2и
ш 2 ~ а д ^ 2  =

Как известно, его общее решение имеет вид 

u(x,t)  =  и\(х — at) +  U2 {x +  at),

(32)

(33)

где иi и U2 — произвольные функции. Преобразовы­
вая выражение (33) к статическому, получим

и(х) =  щ(х)  +  и2(х). (34)

Но если считать, что и =  и(х) непосредственно в 
уравнении (32), то приходим к решению

i(x )  =  С \х  +  С2, (35)

где C'i и Сч ..- константы интегрирования. Следова­
тельно, при таком предположении мы не получаем 
общего класса решений. Аналогичная ситуация име­
ет место в нашем случае.

В настоящее время актуальным является иссле­
дование системы (9) с различными видами функ­
ции f (t).
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